Séries

Seja {z;} uma sucessdo complexa. Quer-se somar os infinitos
termos da sucessao
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Definicdo: Dada uma sucessdo complexa {z;} chama-se
sucessao das somas parciais a sucessao
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Diz-se que a série } .~ z; converge se converge a sucessao
das somas parciais. Nesse caso chama-se soma da série ao
limites da sucess3ao das somas parciais,
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Proposicao: Uma série da forma
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diz-se uma série geométrica de razao r € C. Diverge se
7| > 1 e converge para |r| < 1 com soma
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Proposicdo: Se uma série ) .~ 2; converge entdo,
necessariamente, o termo geral é um infinitésimo, ou seja
lim;_,~ 2z; = 0. Equivalentemente, se z; /4 0 entdo a
correspondente série diverge.
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Proposicdo: Se » .=, zj e ) .~ w; sdo séries convergentes,
entdo também o sdo as séries
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Proposicdo: Uma série » .=, z; converge se e sé se a
sucessao das somas parciais € uma sucessao de Cauchy
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Coroldrio: A convergéncia duma série ) ", z; ndo se altera
por modificagdes num ndmero finito de termos (mas, no caso
de convergir, o valor da soma pode alterar-se).
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Coroldrio: Se a série ) .~ |2;| converge, entdo > =, z;
converge.

Definicao:

7 = 0.0 . 0.0
e Se asérie ) .~ |z;| converge diz-se que } .~ z;
converge absolutamente ou que é absolutamente
convergente.
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o Seasérie ) .~ |z;| diverge mas > .~ z; converge,
diz-se que converge simplesmente ou que é
simplesmente convergente.




Séries de Termos Positivos

Revisao dos Principais Critérios de Convergéncia:

e (Critério Geral de Comparagdo) Se 0 < a,, < b, e a série
0 ~ 0.0

> b, converge entdo > ™ a, converge.

Equivalentemente, se > a,, diverge entdo »_ * b,

diverge.

~ /7 = O
Se lim 32 = L, com 0 < L < 00, entdo as séries )~ a,
e > b tém a mesma natureza, ou seja, ou s3o ambas
convergentes, ou ambas divergentes.

A série > -1 converge se o > 1 e diverge se a < 1.

(Critério da Raiz/Critério de Cauchy) Se {/a, <r <1
entdo a série Zzo a, converge. E se /a, > 1 a série
diverge. Analogamente se existir o limite lim,, {/a,, €
este for < 1 ou > 1. O critério de Cauchy é inconclusivo

se lim,, /a, = 1.

(Critério da Razdo/Critério de D'Alembert) Se

a
il <y < 1 entdo a série )~ a, converge. E se
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Gnl > 1 a série diverge. Analogamente se existir o limite
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Séries de Poténcias

A ideia é generalizar polindmios
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a grau infinito
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Definicao: Designa-se por série de poténcias centrada
em 2, € C e coeficientes a,, € C a funcdo dada por
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com dominio z € C para o qual a série converge.




Teorema: Dada uma série de poténcias centrada em z; € C e
coeficientes a,, € C
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existe um 0 < R < oo, denominado raio de convergéncia
tal que a série converge absolutamente para |z — 2| < R e
diverge para |z — 29| > R (para |z — 29| = R a convergéncia
ou divergéncia depende da série especifica).

Quando existem os limites, o raio de convergéncia pode ser
obtido pela férmula
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Geralmente, mesmo quando estes limites ndo existem, o raio
de convergéncia pode sempre ser dado por
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